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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo interpretar e refletir sobre o ensino de espacgos
vetoriais por meio do GeoGebra com base na teoria de Duval. Busca estabelecer
reflexdes e conexdes, formas de representagao e de construgdo de conceitos iniciais
de Algebra Linear por meio da visualizagdo com a construgdo geométrica no
GeoGebra. Além disso, sdo sugeridas algumas atividades que podem ser aplicadas
nessa perspectiva. Acreditamos que essa forma de abordar o conteudo seja mais
significativa para o aluno e proporcione mais conhecimentos, a exemplo do que foi
experienciado em uma disciplina de curso de um programa de Pds-Graduacdo em
Ensino de Matematica ministrada pelo terceiro autor tendo como participante os dois
primeiros.

Palavras-chave: Geometria; GeoGebra; Vetores.
Eixo Tematico: Educacao, Cultura e Comunicacgao.

1. INTRODUGAO

O presente trabalho é resultado de uma reflexdo acerca do estudo dos espagos
vetoriais com o uso de softwares de geometria dindmica GeoGebra. Foi explorada a
construcdo de conceitos introdutérios da Algebra Linear a partir da visualizagéo e
dos registros figurais. Essa reflexdo foi iniciada em uma disciplina em Ensino de
Ciéncias e Matematica e procurou explorar os aspectos visuais do estudo dos
espacos vetoriais, tendo se mostrado um caminho promissor para a compreensao, o
ensino e a aprendizagem do conteudo.

Dessa forma, o artigo tem por objetivo estabelecer reflexdes e conexdes, formas de
representacéo e de construcéo de conceitos iniciais de Algebra Linear por meio da
visualizacdo com a construgdo geométrica no GeoGebra.
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Percebemos, em nossa atuagdo na escola que, embora muitas tenham
laboratérios de informatica, ndo tém computadores suficientes para todos os alunos.
Dessa forma, o professor pode buscar outras alternativas, como o uso de aplicativos
e smartphones, os quais sdo mais rapidos e faceis de manusear e de instala-los.

Entendemos que, no ensino da matematica, o uso de aplicativos torna o
ensino mais agradavel na perspectiva do visual para o aluno. Uma ferramenta que
tem se tornado uma aliada € o aplicativo GeoGebra, de facil instalacdo, acesso

gratuito (inclusive versdes para smartphones).

2. ESPACOS VETORIAIS

Na natureza existem dois mundos, um real e um percebido, em que cada individuo
percebe o universo de uma maneira especifica. Por exemplo, as ondas luminosas
existem, mas se o individuo nédo puder enxergar, ndo havera cor, da mesma forma
ocorre com as ondas sonoras para nao ouvintes, isto €, ndo ha som se nao ha
alguém para ouvir.

A geometria buscou representar o mundo perceptivel e Euclides organizou os
objetos geométricos como pontos, retas, planos e espagos em dimensdes, sendo
que o ponto tem dimensao zero, a reta tem dimensao 1, o plano tem dimenséo 2 e o
espaco tem dimensdo 3. Para Euclides, o mundo era tridimensional, mas com a
expansao da linguagem da geometria euclidiana por René Descartes surgem
especulagdes da possibilidade de uma quarta dimensao.

Conforme Leivas (2021), “a questdo do mundo euclidiano, real e perceptivel,
ainda subsiste, e cada individuo tem sua forma propria de perceber o universo,
havendo dificuldades na compreensao de qualquer dimensido além desse mundo
euclidiano” (p. 18).

O espago vetorial sobre um conjunto de escalares, € basicamente um
conjunto que contempla operac¢des de adicdo de vetores e de multiplicagédo de
vetores por escalares, as quais satisfazem certas propriedades. No espaco real R
(cuja representacdo geométrica pode ser feita por uma reta), os elementos
geométricos sao unidimensionais, ou seja, possuem apenas uma coordenada

cartesiana (comprimento de um segmento, por exemplo). Uma base desse espaco
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vetorial € formada por um unico vetor linearmente independente (L.l.), o qual é
gerador desse espaco. No nosso dia a dia podemos medir, comparar grandezas de
mesma espécie, perceber a representacdo desse espagco em objetos como linhas,
cordas, vinco de uma folhas etc.

No espago vetorial R X R = R? (cuja representagdo geométrica é o plano) séo
necessarias duas coordenadas (cartesianas) para localizar o objeto neste espaco:
comprimento e largura. Neste caso, uma base desse espaco vetorial € formada por
um conjunto de dois vetores L.I., os quais o geram. No cotidiano, podem ser objetos
2D como as faces de uma caixa, (as quais possuem comprimento e largura); um
tampo de mesa; uma parede lisa etc.

No espago R X R X R = R?® (espago geométrico), sdo necessarias trés
coordenadas cartesianas para identificar seus objetos: comprimento, largura e
altura, o que o caracteriza como espaco tridimensional. Assim, ternas ordenadas de
numeros reais sao essenciais para descrevé-lo e uma base desse espaco vetorial €
formada por um conjunto de trés vetores L.I. que o geram. Pode-se perceber no
cotidiano muitos exemplos, ou seja, os objetos geométricos em 3D, por exemplo,
sdo prismas, paralelepipedos etc.

No espacgo vetorial R X R X R X R = R* ou hiperespaco, quando analisado
geometricamente, tem por base um conjunto de quatro vetores L.I. geradores desse
espaco. Uma base para este espacgo € constituida de quatro vetores L.I. e geradores
do mesmo, {es, ez, es3, es}, 0 qual, portanto, tem dimensao quatro. Percebemos aqui
que nao ha uma visualizagdo geométrica como nos anteriores, no sentido dos
objetos euclidianos. No entanto, podemos fazer analogias com o espac¢o de matrizes
2x2 que constituem um espaco vetorial ao qual os vetores geradores e L.l. seriam
quatro matrizes tendo um elemento unitario em cada posigao, por exemplo.

Um exemplo de aplicabilidade das matrizes do R* sdo as que fornecem a
resolucdo espacial existentes em televisores digitais, tablets, smartphones etc, com
os pixels de resolugdo (512x512, 1024x1024 etc). Computacionalmente, pixel
constitui base para o aprimoramento da imagem digital, da mesma forma que na

ressonancia magnética, ou seja, quanto maior a matriz € possivel melhor observar
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uma patologia apresentada por um individuo. Assim, pode-se continuar até os
espacos abstratos R", sendo n um numero natural.

A partir desses preliminares, consideramos que essas no¢des nem sempre
sao compreendidas pelos alunos, ficando meramente no plano abstrato. No entanto,
entendemos que podem ser desenvolvidas, especialmente na formagao do professor

de Matematica, bem como de Fisica, explorando o uso do GeoGebra

2.1 Representagoes Semiodticas de vetores

Para Duval (2008, p. 15), “a compreensdo em Matematica supbe a
coordenagao de, ao menos, dois registros de representacao semidtica” e, dessa
forma, saber transitar entre os diferentes registros de representacdo € de suma
importancia para a aprendizagem. Por exemplo, um estudante que inicia operagdes
com vetores em Fisica, ao final do Ensino Fundamental ou Ensino Médio, realiza
algebricamente a operacao adi¢cao de vetores: u+v = (1,2)+(3,4) = (1+3,2+4) = (4,6)
(registro numérico). Para o registro figural (representacdo geométrica), em geral, o
estudante apresenta dificuldades e, até mesmo, quanto ao registro em lingua
natural. Sendo vejamos o exemplo de utilizagdo da conversao do registro algébrico/
numeérico para o geométrico por meio da exploracdo no Geogebra.

Doravante, um vetor de um desses espacos vetorias reais sera denotado por
um numero real (a), um par ordenado (a,b) ou uma terna ordenada (a,b,c), conforme
0 espacgo seja a reta, o plano ou o espacgo, respectivamente. Esses elementos sao
as estremidades do vetor cuja origem se encontra na origem do sistema cartesiano,
isso no mundo perceptivel. Por extensdo no R", de forma abstrata, a extremidade é
uma n-upla, o que sai do plano perceptivel.

Exemplos:

Registro algébrico/numérico de um vetor:

Para qualquer par ordenado (a,b) pertencente ao R? tem-se o vetor:
(a,b) = (a,0)+(0,b)=a(1,0)+b(0,1)=ae +be,. (sendo e1, e2, como antes).

Registro em lingua natural deste mesmo vetor:

Considere {e:, €2} uma base ou unidade para R? e, dessa forma, o vetor aei+be; é

dito combinagéo linear dos vetores e, e2 A dimensdo desse espagco € 2 pois sua
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base é constituida de dois vetores [linearmente independentes e geradores]. O
isomorfismo, neste caso, é entre o plano euclidiano E e o R?conforme Figura 1.

Figura 1 — Registro figural do mesmo vetor.

(a.b)

Fonte: autores.

Segundo Duval (2008),

o0 nao reconhecimento do mesmo objeto matematico, em representagdes
diferentes, limita consideravelmente a capacidade dos alunos de utilizarem
0s conhecimentos matematicos ja adquiridos e suas possibilidades de
considerarem novos, fato esse que rapidamente limita sua capacidade de
compreensao e aprendizagem (p.21).

Para uma melhor visualizagdo, compreensao e aprendizagem, o software
GeoGebra pode ser um artefato com potencial pedagdgico que possibilita utilizar
conhecimentos ja adquiridos, modificar, aceitar ou rejeitar bem como desenvolver

novos.

2.2 O GeoGebra

O GeoGebra é um software gratuito reunindo ferramentas de geometria,
algebra e calculo em até trés dimensdes. Pode ser usado como meio para auxiliar
na compreensao e na construcado de conceitos fisicos e matematicos, bem como na
visualizag&do da representagdo geométrica.

Com o objetivo de proporcionar o primeiro contato do aluno com o GeoGebra,
na Figura 2 mostramos alguns comandos para as representagdes geométricas, onde
as regides das setas vermelha, laranja e lilas, temos a seleg¢ao das ferramentas do
programa. Algebra (barra de comandos algébricos). As ferramentas (regides onde
sdo ativados vetores, semi retas, retas etc.) e Tabelas.

Figura 2 — Tela capturada do software.
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Ferramentas Basicas
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Fonte: autores.

Na Figura 3 consta um ponto A e a regido dos comandos matematicos.

Figura 3 — Regides de visualizagdo dos comandos.
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Na Figura 4 sao indicadas as setas vermelhas mostrando os eixos x e y, enquanto
que a seta verde indica a regiao do quadriculado e a laranja a ferramenta do vetor

na linha das retas.

Figura 4 - As regides do GeoGebra.
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Quando temos a intengdo de destacar um ponto especifico, podemos ativar
as propriedades do ponto com o botao direito do mouse ou, no tablets touch, segurar
no ponto (seta verde), abrindo-se uma caixa de ferramentas (seta vermelha). No
icone da seta vermelha podera ser manipulada cor, tamanho, estilo (setas rosas),
como na Figura 5.

Figura 5 - Propriedades dos objetos.
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Fonte: os autores.

2.3 A visualizagao

Para interpretar e compreender o mundo, por meio da visualizagdao, podemos
criar e interpretar representagoes.

Segundo Arcavi (1999),

Visualizagdo é a habilidade, o processo e o produto de criagao,
interpretacdo, uso e comentario sobre figuras, imagens, diagramas, em
nossas mentes, em papel ou com ferramentas tecnolégicas, com a
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finalidade de desenhar e comunicar informacbes, pensar sobre e
desenvolver ideias ndo conhecidas e avangar na compreenséo (p. 217).

O GeoGebra auxilia nas diferentes formas de representacdes e visualizagoes,
no desenvolvimento das ideias ndo conhecidas como afirma Arcavi (1999) e, ao
passo que vai conectando os conhecimentos antigos com os novos, auxiliados pela
visualizagao, o estudante avanga na compreensao do objeto matematico em estudo.

Para Leivas (2009, p. 22) a visualizagao € “um processo de formar imagens
mentais, com a finalidade de construir e comunicar determinado conceito
matematico, com vistas a auxiliar na resolucdo de problemas analiticos ou
geométricos”. Dessa forma, o conhecimento pode ser construido por meio do
GeoGebra, podendo representar e construir conceitos matematicos formando
imagens mentais, transitando entre as diferentes formas de registros de
representacdo semidtica, ampliando a capacidade de utilizar e adquirir novos

conhecimentos.

3. O ESTUDO DOS ESPAGCOS VETORIAIS POR MEIO DA GEOMETRIA
DINAMICA

Por meio de um levantamento bibliografico das publicagdes no no catalogo de
Teses e Dissertagcdes da Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior — CAPES, usando as plavras-chave: “espaco vetorial AND geometria” AND
“GeoGebra”, resultou em apenas 04 trabalhos referente ao mestrado profissional,
sendo 02 apresentando uma abordagem de vetores ao ensino médio, 01 referente a
geometria projetiva e 01 apresentacdo do Teorema de Mamikon, mostrando a
necessidade mais pesquisas sobre esse assunto.

Com base nas reflexdes apresentadas, neste artigo sugerimos algumas
atividades a serem implementada, particularmente, no Ensino Médio a fim da
interagdo dos alunos com o aplicativo GeoGebra no ensino de matematica.

O conhecimento de vetores, na Matematico ou na Fisica, esta intrinseco na
maioria dos conhecimentos relacionados ao cotidiano. Por exemplo, a diregcao de
uma determinada trajetéria de um objeto no espago, de um avido, de um 6nibus, de

um carro ou até mesmo de uma particula no espago ou no vacuo, pode ser
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abordada vetorialmente. Contudo, com a ferramenta educacional e virtual como o
GeoGebra, isso pode ser facilitado.

Grandezas que necessitam de direcdo e sentido sdo chamadas vetoriais.
Para orientacdo em um mapa uma atividade para compreender esses conceitos, por
exemplo, é seguir por tal rua que, visualizada na horizontal (dire¢do), andar duas
quadras no sentido leste até chegar a uma igreja (sentido).

Para as grandezas que necessitam de direg&o, sentido, além de uma medida,
essas sdo chamadas de grandezas vetoriais. Conceitos como esses nem sempre
sao intuitivos e bem compreendidos pelos alunos. Ao abordar um sistema
cartesiano, € interessante introduzi-lo seguindo os passos:

(1) Solicitar representar no GeoGebra dois pontos quaisquer A e B e, depois, criar
um vetor u que una A a B.

(2) Questionar o que acontece ao multiplicar o vetor u por 2 ou 3?7 E por 5?7 Para
qual sentido ele estd indo? No sentido geométrico do vetor vai gerar uma reta
passando pelos pontos A e B. Essa reta tem direcdo inclinada com relagéo a
horizontal? Esta sempre com essa inclinacado? Em relagdo ao sentido € escolhida
uma unidade de medida (que pode ser o comprimento do vetor) e marcado um ponto
O sobre a reta (que pode ser o ponto inicial A, origem do vetor), e designar o sentido
positivo sendo o que vai de A para B. O sentido oposto é designado negativo.

(3) Criar uma circunferéncia de centro O e o raio igual a 1 unidade (extremidade do

vetor inicial). Movimentar a extremidade do vetor sobre a circunferéncia para verficar
que ha mudancga de dire¢do, ndo de sentido e nem de modulo do vetor.
(4) Criar uma reta passando pelos pontos A e B. Com o compasso, transferir a
medida do vetor inicial para esta reta, deslocando sua origem para B e determinando
sua extremidade, a qual correspondera a uma medida 2 e, assim por diante, neste
sentido. Por sua vez, o mesmo pode ser feito, a partir de A para a esquerda, sentido
contrario, determinando os correspondentes valores negativos dos anteriores (Figura
6).
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Figura 6 — Representacao figural do conjunto dos inteiros:
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vetor v=2u

Fonte: Construgao dos autores

Observe que, nesta atividade, o objetivo foi de representar (explorar) um vetor e um
sistema cartesiano unidimensional; compreender conceitos de multiplicacdo de um
escalar por um vetor, direcdo, sentido, modulo do vetor, reta numerada e
unidimensional.

A atividade aqui explorada pode ir além do simples objeto matematico, emergindo
para a Fisica, elementos caracteristicos do conceito de vetor, ou seja, uma particula
vagando no espacgo, um elétron, que apods uma corrente ser elevada a ordem MeV
(mega eletrovolt) escapa da corrente de um filamento em uma ampola de vacuo e
viaja no espacgo até se chocar a um material alvo. Isso acontece em um aparelho de
Raios X convencional, contudo podemos representar vetorialmente por eixos
cartesianos o comportamento de fendbmenos envolvendo os elétrons livres (Figura
7).

material alvo

Figura 7 — Movimento vetorial de elétrons ’ Raios ¥~

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Ampola_de raios_X.

Percebemos, no desenrolar da disciplina, que o mesmo pode ser visualizado
e criado para a conversdo entre os trés tipos de registros: numérico, verbal e
geométrico e este foi o diferencial que proporcionou aos autores trazerem, como

alunos, o indicativo que os levou a compreensao de conceitos que, na formacéao

10
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inicial ndo foram bem assimilados, por exemplo, ndo distinguindo bem sentido de
diregao.

Na sequéncia dos trabalhos, estudo similar foi feito nas representagdes do R?
e do R® explorando outros elementos geométricos tendo sido fundamental o
conhecimento exploratério do GeoGebra. Particularmente, em nosso estudo
explorarmos conceitos na Fisica, em que podemos utilizar essas questdes dentro de
um contexto interdisciplinar aliando a Fisica e a Matematica como no caso do
movimento MRU (movimento retilineo uniforme) e MRUV (movimento retilineo

uniformemente variado).

4. CONSIDERAGOES

A construgdo geométrica no GeoGebra é um passo a passo, que busca
estabelecer reflexdes e conexdes entre o conteudo, suas formas de representagao e
construgéo por meio da visualizagéo.

Isso impacta no plano cognitivo do aluno e auxilia no desenvolvimento da
nogdo de organizagdo do pensamento, no planejamento estratégico, agugando a
curiosidade, controlando a ansiedade, ativando areas de foco, de concentragao e de
raciocinio logico. Além disso, ativa o sistema de recompensa, ou seja, aquela
sensagao boa de ter conseguido motivar o aluno a aprender e a buscar mais
conhecimento.

Segundo a Teoria de Duval, quando o aluno consegue mudar de registro,
diferenciando o objeto de sua representagéo, estd ocorrendo uma aprendizagem
significativa e ele consegue mobilizar, pelo menos, dois registros de representacao
diferentes.

As representagdes, sejam elas geométricas no GeoGebra ou algébricas no
papel, tém fungdes de objetivacdo e comunicagdo, segundo Duval (2008), isto é,
representar e comunicar conhecimentos e construir conhecimentos.

Por isso, acreditamos que essa forma de abordar o conteudo seja mais
significativa para o aluno e proporcione mais conhecimentos, como experienciado
em uma disciplina do curso de um programa de Pdés-Graduagao e cujas atividades

pretendemos aplicar em uma turma do Ensino Médio.
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