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ABORDAGEM UNIDADES DE

METODOLOGICA ENSINO REFERENCIAS

INTRODUGAO OBJETIVOS

INTRODUCAO

O presente trabalho teve como objetivo analisar as
possibilidades que a metodologia de 1investigacao
matematica pode proporcionar ao ensino e
aprendizagem dos conceitos e propriedades de
sucessoes numeéricas. Os resultados obtidos
permitiram constatar as dificuldades do grupo de
formular hipéteses, argumentar e formalizar ideias
matematicas. Além disso, fo1 possivel constatar que
atividades investigativas desenvolvidas na etapa de
formacao 1nicial podem incentivar seu uso na futura
pratica docente e permitir uma mudanca de concepcao
sobre o ensino de matematica e da postura do
professor no trabalho de sala de aula.



A ABORDAGEM UNIDADES DE -
INTRODUGAO ﬁ OBJETIVOS ﬁ METODOLOGICA ﬁ ENSINO ﬁ REFERENCIAS ﬁ

OBJETIVO GERAL

Analisar as possibilidades que a metodologia da
Investigacdo matematica proporciona na descoberta e
aprendizagem dos conceitos e propriedades de sucessoes
numéricas em uma turma do quarto ano de um curso de
Licenciatura em Matematica.
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INTRODUGAO ﬁ OBJETIVOS H METODOLOGICA ENSINO REFERENCIAS H

OBJETIVOS ESPECIFICOS

*Desenvolver um conjunto de atividades visando a
construcao dos conceitos e propriedades de sucessoes,
mediados pela investigacdo matematica.

Certificar, por meio das atividades, a aprendizagem
adquirida pelos alunos, gquanto a metodologia de
Investigacao matematica.

\erificar como os alunos envolvem-se com atividades
que privilegiam a construcao de conceitos de sequéncias
numéricas por meio da metodologia de investigacao
matematica.

*\erificar as dificuldades encontradas pelos alunos
acerca das atividades e de que maneira lidam com essas
dificuldades.
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ABORDAGEM METODOLOGICA

Esta pesquisa se caracteriza como qualitativa.
Os instrumentos utilizados para a coleta de dados foram:

Observacéo participante
Diario de campo do pesquisador

Diario de campo dos alunos
Questionario




‘ INTRODUGAO l | OBJETIVOS l | Raiaep u l | UN'I'EJ,\?;E(S)DE l REFERENCIAS l
UNIDADES DE ENSINO
- - \\ A -

Unidade de ensino | '/\\ Reconhecendo sequéncias e
descobrindo conceitos

Unidade de ensino 11 ‘\ Construindo o conAcei_to de limites
4 de sequéncia

Unidade de ensino 111 _ Sequénci_as convergentes e
divergentes




@ Unibape pe Ensino

RECONHECENDO SEQUENCIAS E DESCOBRINDO CONCEITOS

Objetivos:
Compreender conceito de sequéncia;

|dentificar regularidades e compreender a nocao de termo
geral de uma sequéncia numérica;

Desenvolver a capacidade de trabalhar com varios tipos
de representacoes;

Traduzir, por escrito e oralmente, os raciocinios
desenvolvidos;



ATIVIDADES:

As situacOes a seguir podem ser construidas utilizando-se palitos de fosforo.
1) Defina matematicamente essas construcdes e elabore um relatério, com o
seu grupo de trabalho, no qual constem os passos de cada uma das

investigacoes.
Nao esqueca, é a quantidade de palitos que importa!!!
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b)
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Solucao

d) Uma sequéncia pode ter um ndimero finito de termos?
Argumente.



2) Tente encontrar uma expressao para representar:
a) Os numeros naturais;

b) Os numeros pares;

c) Os numeros impares;

d) Os multiplos de trés;
e) (1,3 111 j

2'3'4'5""

f) (2,0,2,0,2,...)
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3) Represente graficamente as sucessdes (a), (e), (f) e (g).
Quais consideracoes podem ser feitas com relacao a eles?

/

L Solucdo

4) Que conjuntos de numeros estao representados no eixo
do x e do y? Fazendo uma analogia a definicao de funcao,
como vocés definem uma sequéncia? 0

L Solucdo



5) Considere as sequéncias:

a) (5,10,15,20,25,...)
p) (£0.10.1,..)

c) (4,4,4,4,4,.)

0 (22338 )
56789

©) (112,2,33...)

- Comparando os termos de cada uma das
sequéncias,anteriores, isto €, 12 termo com o 29
termo; o 22 termo com o 32 termo e assim por
diante, o que se pode concluir em relacao a cada
sequéncia?

/

L Solucéo



6)A sequéncia:

3
a, =
n+5

e crescente ou decrescente? Prove.

U

L Solucao



Atividade complementar I

1)Verifique dentre os seguintes exemplos, quais representem
sequéncias. Justifigue sua resposta.

.-l
a) b) o)t n— f(n)=2n-1

d) (-1,0,-1,0,-1,0,-1,...)

B W N
O o Ot =
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€)(135,7,9)

é
Solugdo



2) De guantas maneiras podemos dividir um poligono de n
lados em triangulos, ligando os vértices com segmentos de
retas sem que estes se cruzem?

N

Solugzo
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CONSTRUINDO O CONCEITO DE LIMITES DE SEQUENCIA

Objetivos:

" Determinar se uma sequéncia € limitada;

" |dentificar o limite inferior e o limite superior das sequéncias;
" Construir o conceito de limite de uma sequéncia;

" Compreender a convergéncia e divergéncia de uma sequéncia;
" Traduzir, por escrito e oralmente, os raciocinios desenvolvidos



ATIVIDADES

1) Considerando as sequéncias cujos termos gerais sao:
(15—n) N 6

a. = bn = — Cn == —

" 2 2 N

- Escrevam em seu caderno os dez primeiros termos, o 202, 4089,
1002 termo. Construam os graficos, observem estas sequéncias e
escrevam suas consideracoes sobre cada uma delas.

- Entre quais valores do eixo do y parecem estar os termos de cada

sequéncia? Existe um valor limite inferior ou superior?




2) Fazendo associacao com o limite de uma funcdo em um ponto
como vocés representariam este valor limite de cada sequéncia? O
gue se pode concluir sobre a convergéncia ou divergéncia de cada
uma delas? Justifique. Dé exemplos de sequéncias que sao
convergentes e outras que sao divergentes.

3) Leia com atencdao o texto a seguir e apds, com
base nas informacdes tente responder a questao
apresentando uma justificativa.

Se uma sequéncia (a,) tem uma limite L quando N — © entdo
podemos representar graficamente, sobre uma reta, esta
situagcaoorganizando os termos (al, a,, Ay, ,,..., 3y, aN+1...)sobre
a mesma da seguinte forma: Tome & > 0o | pequeno, entao
existet N &N n>N talquepara ostermos, a partirde N
ficam todos no intervalo (L—&,L+ &) . Fazendo esta
representacao temos,



al al al a8 JEN” a%  ab as  ad a7

qu
. » . * T I * * » * .
L-£ L L+g
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ou
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[
=

: . 1 .
Observe o exemplo: 5eja a sequéncia a_ =—. lem-se quelim -
-+ == ¥ oL

— —

Assim, Ve »0Odevemos achar Ne[ tal que —<e,vnzN. Ou sga,

g,

devemos mostrar que existe N e I tal que

— <g,¥nzx N (1)*

Para provar 1sso observe que como n=2N segue que n+2>n=2N e assim

IREPRN
L.Illlll-

b

il-i_

Comparando com (1), segue que

= £ desde que ¢ =i_ Ol 5ja, J-f"=l Isto
n+ 2 N £

conclui a prova.



1
Agora considere a sequéncia cujo termo geralé: a,, = =.n =1
Qual é o limite da sequéncia? Determine N e faca a

representacdao geomeétrica sobre uma reta ou no plano
cartesiano.

4) Considere a sequéncia cujo termo geral é &, = (—1)". Escreva
0os primeiros termos da sequéncia, represente graficamente os
termos e analise se a sequéncia converge ou diverge. Argumente.




5) Escreva o que vocé entende por [iIma. = e escreva em

n—oo

linguagem simbdlica esta representacao.




Atividade complementar I

1) Considere as seguintes sequéncias:

(@,)=(123123123,..) (g.) = (20 105255 j
3 7 15 31 63 248
(b)=(1,—,—, =, j ( 111111
" h)=|1= - — = — =
24816 % () 4'3'16'5'36'7
(c,)=(0,-11,-2,2,-3,3,...) ()=(L232527.2..)
(dn):[_21_§1_E1_§1_§1"-j (E,O, j
6 3 4 5 4

(e,) =(3,6,9,12,15,18,...)

(fn):(_11£1_1111_11i1"'j
2 48 16 32



Complete o quadro abaixo, marcando com X as respostas
corretas.

(a,) (by) (e,) (dy) (&) () (9n) (ho) (i) ()

Crescente
Decrescente
Nao monotona
Limitada
[limitada
Convergente

Nao convergente
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PROPRIEDADES DA SEQUENCIA

Objetivos:

Estudar a propriedade: “Toda sequéncia monotona e
limitada é convergente”.



ATIVIDADES

L) N L) (] 7 1 7

1) Investigue se a sequéncia cujo termo geral é a, = — &

V4 . . /7 ] [ N 5' /7

monotona e verifique se €& limitade A sequéncia é
convergente? Se sim, qual € o seu limite? ¢
SO/(,(;&’O

. N ] [ /7 1
2) Repita 0 mesmo para a sequéncia cujo termo geral€ b, =1+ —
N

.

Solugap

3) Escreva um exemplo de uma sequéncia de termos positivos

que ndao € monotona mas é convergente. ¢



4) Leia com atencdo o texto que segue e tente, com base no
que ja estudou anteriormente, responder as questoes.

- Considere (a,)uma sequéncia crescente e limitada. Sendo
crescente e limitada o conjunto § = {an / n 21} tem supremo L?

Para responder esta pergunta consulte no livro indicado pelo
professor responsavel pela disciplina, o conceito de supremo (e

também de infimo) de um conjunto limitado. @
SO/uga'o

- De acordo com a definicdo de supremo tem-se que se L =sups
dado &£ > 0O, oelemento L — < NA0 € uma cota superior para S e

portanto existe algum N L1 tal que a, >L—g paraalgum
Inteiro N?
C 4

Solugap



-Sendo (@, ) crescente é possivel afirmar que a_ > a,, para cada
n = N. Seisto é verdade entio a, >a, >L—¢ € assim pode-se
afirmar que O<L-a,<¢?2 ¢

SO/uga"'o
- Além disso, pode-se afirmar que |L-a,|<e sempre que n> N ?
s

90\\»‘4'6\0

- Se isto é verdadeiro o que se pode concluir sobre a
convergéncia da sequéncia (a,) e de seu limite? ¢

Solugap

- Se considerarmos (@) uma sequéncia decrescente ¢ limitada
pode-se chegar a mesma conclusdo? Argumente )



5) Toda sequéncia que tem limite € limitada? E a reciproca €
verdadeira? Justifique. )

Solugap

Atividade complementar

1) Coloque verdadeiro(V) ou falso (F)
( ) Toda sequéncia que converge ¢ limitada

( ) toda sequéncia limitada € convergente. s
( ) Toda sequéncia convergente € monotona. X
( ) Toda sequéncia mondtona é convergente. &

( ) Toda sequéncia mondtona e limitada converge.
( ) Toda sequéncia constante converge.
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a) A sequéncia formada é: (3, 5,7, 9,...)

Seu termo geral ¢é indicado por a,=2n+1nel

A sequéncia é crescente, pois 2n+1<2(n+1)+1<2n+3 . Logo
a, <a,, paratodo n>1

Aléem disso, trata-se de uma progressao aritmetica de razao 2.

b) Asequéncia formadae: (4, 7, 10, 13,...)

Seu termo geral é indicado por a,=3n+Lnel

A sequéncia € crescente, pois 3n+1<3(n+1)+1<3n+4, Logo
a <a ., paratodo n>1.

Alem disso, trata-se de uma progressao aritmetica de razao 3.



c) Asequéncia formadae: (4, 7, 10, 13,...)

Seu termo geral € indicado por &, =10

A sequéncia é constante, ou ndo-crescente, ou ndo-decrescente.
Além disso, trata-se de uma progressao aritmetica de razao 0.

d) Néo, pois seu dominio € o conjunto dos niumeros naturais.



a)a, =n,nell
b)a, =2n,nel]
c)a, =2n-1Lnel]
d)a, =3n,nell

e)an ZE,HED

n

) 2,5€ n par

fla,=1+1(-1)",nell ou &, = )
0,se n impar

g)an:n—Jrl,neD
n



9)




Definicao de Sequéncia

Uma sequéncia de numeros reais € uma funcaoa,:lJ > com
dominio no conjunto dos numeros naturais e contradominio no
conjunto dos numeros reais tal que cada n pertencente ao [] se
associa a um numero real &, chamado n-ésimo termos da
sequéncia, que pode ser expressa por a(n),HED ou
simplesmentead, .



Os termos gerais sao Comparando os termos de cada uma
a) a,=5n das sequéncias temos que:

1 . a) Crescente
b) a, :(Ej[l+(—l) ']

b) Alternada

c) a,=4 c) Constante
d) a,= i,n > 2 d) Decrescente

3+n

e) N3o-decrescente
e) (112233,...)



Definigcoes
Sequéncia crescente (estritamente crescente):uma sequéncia(a,)é
dita crescente sea, <., Vnel

Sequéncia decrescente  (estritamente  decrescente): uma
sequéncia(a,) é dita decrescente se&, > a,,;,Vnell

Sequéncia ndo-crescente (decrescente): uma sequéncia (a,) &
dita ndo-crescente se &, 2 4a,,;, vnelJ

Sequéncia nao-decrescente (crescente): uma sequéncia (a,) €
dita nao-decrescente se a, <a,,,, vhell

Sequéncia monotona: uma sequéncia (a,) e dita monodtona se for
crescente, decrescente, ndo-crescente ou ndo-decrescente

J



Devemos mostrar que &, >2a,.,,Vnell jsto é, como:

nN+5<n+6 sSegueque, _* . 1 Jogo: 3 _ 3
nN+5 n+6 n+5 n+6

Portanto a, >a,,, paratodon>1



[ — Solugdo atividade complementar 1

As alternativas (a), (c) e (d) representam sequéncias, pois Sao
funcbes cujo dominio é o conjunto dos nimeros naturais.

A alternativa (b) ndo representa uma sequéncia, pois temos um
elemento do dominio com duas imagens diferentes.

Ja a questdo (e) ndo representa uma sequéncia, pois seu dominio
e um conjunto limitado.



[ — Solugdo atividade complementar 2

O numero de maneiras diferentes que podemos dividir um
poligono em triangulos, sem que 0s segmentos de reta se
cruzem, forma a seguinte sequéncia:

(1,1,2,5,14,42,132,429,1430,...)

Esta sequéncia e conhecida como Sequéncia de Catalam. Seus
termos podem ser encontrados utilizando-se o seguinte termo

geral:
(Zn] (Zn j
C,= — comnx>1
n n-1



[l - Solugdo atividade 1

a) (7,6.5,6,5.5,5,4.5,4,35,3,2.5,2,...)
&,y =—2.9;, ,,=-12.5; a,,, =—-42.5

b) (0.5,1,1.5,2,2.5,3,3.5,4,4.5,5,...)
Ay, =10; Adyy = 20; oo = 50

c) (6,3,2,1.5,1.2,1,0.86,0.75,0.66,0.6,...)
a,, =0.3; a,, =0.15; a,,, =0.06

Temos a seguir representacdo grafica de cada uma das
sequeéncias.



b)




Os intervalos entre os quais parecem estar os termos das
sequéncias, ou seja suas imagens sao:

Q) |-e0.7]
b) [0.5 0]
c) [0,6]

A sequéncia apresentada na letra (a) tem o valor 7 como limite
superior.

Ja a sequéncia apresentada na letra (b) possui limite inferior igual
a0,5.

Por fim a sequéncia apresentada na letra (c) tem o valor 0 como
limite inferior e o valor 6 como limite superior .

J



[l - Solugdo atividade 2

Uma sequéncia (&,) tem limite L e escrevemos lima_ =L ou
N—o0 ~

a,>L quando n—oo. Se pudermos tomar os termos &, tao

proximos de L quanto quisermos ao tomar n suficientemente

grande.
Deste modo temos que:

(15—n): ' |imE=+oo; IimE:O;

Nn—o0 n

Deste modo temos que a, e b sao divergentes, pois a medida
em gue os valores de n crescem 0s termos da sequéncia nao se
aproximam de valor algum. Ja a sequéncia c_ € convergente,
pois 0s termos da sequéncia , a medida em gue n cresce, se

aproximam de 0.



[l - Solugdo atividade 3

Temos que |jm==0, assim ve >0, devemos encontrar n <[] tal
n

Nn—oo

0
n

que <g,Vn>N.

Ou seja, devemos mostrar gue existe N 01 tal que 1. £,vn>N.(1)*
n

Comon=>N segue que 1.1
n

N

‘Comparando com (1)*, segue que ig ¢, desde que, g:% ou

seja, N=1, N
&



Representacao grafica na reta e no plano.

QA ar 41000
'511.+1n
L—E
L+:—:
l
0
L Qprsa
—a,
L+«
*
i
* o
*
L * o .
N n
L-¢




[l - Solugdo atividade 4

Primeiramente observe que a sequéncia é limitada, pois seus
termos ficam entre -1 e +1.

a =(-11,-11,-11,-11..)
Temos que o limite inferior da sequéncia ¢ -1 e o limite

superior € +1. como estes limite sdo diferentes a sequéncia é
divergente.

Graficamente temos:




[l - Solugdo atividade 1

Significa que para cada numero positivo M existe um inteiro N tal
quesen> Nentdo & >M,

Isso significa que o limite da sequéncia ndo existe, isto é lima, =
e a sequéncia e divergente.



- Solugdo atividade complementar 1.

Caracteristica (&) (b,) (c,) (d,) (&) (f.) (9,) (M) (in) (i)
Crescente X X X

Decrescente X

Nao monotona X X X X X X
Limitada X X X X X X X
[limitada X X X
Convergente X X X X X X
Nao convergente X X X X



[ll - Solugdo atividade 1

Ao calcularmos os termos da sequénciatemos:(l t 11 )

525125 625

vnel y |St0 é,i> 1 .

Devemos mostrar que a, >a 1
5n 5n+

n+1?

Comos" <5 ,sequeque L - 1  Portantoa >a
n

para todon >1
5n 5n+1

n+1

. . .1
Seja a sequéncia a :5in tem se quelim

_n:
i O

0, devemos encontrar

N el tal que ‘i_g <evn=N
5n

Ou seja, devemos mostrar que existe nel tal que 5i“< g, vn>N()*



Como n> N segue que5in g% Comparando com (1)* segue que

igg desde queg:i,ou seja, N _1
5" N

E

Logo concluimos que a sequéncia € convergente e converge para
0 seu limite .



[ll - Solugdo atividade 2

Ao calcularmos os termos da sequéncia temos:(2,1.5,1.3,1.25,1.2,...)

Devemos mostrar que b, >b_ ., vnell ,isto é,14+L 511
n (n+l)
Comon<n+1,segueque 1._1 . Somando 1 em ambos os
n n+1

lados temos 14151+
n (n+1)

. Portanto b, >b_, paratodon>1. Seja a

sequénciah -1+ tem se que Iim1+1 -1, devemos encontrar N el
n n

N—o

1+1—1

tal que -

<g,vn=N . Ou seja, devemos mostrar que existe

nell tal que =<z vn>N@)* Como n>Nsegue que 1 <
n

1
n N



1 1

Comparando com (1)* segue que - <¢ desde que ¢ = N
N =1

¢ . Logo concluimos que a sequéncia € convergente e converge

para o seu limite .

ou seja,



[ll - Solugdo atividade 3

b) (1,1+£,1+l,1+l,...j
2 3 4



[ll - Solugdo atividade 4

- Sim. Por que a sequéncia é limitada. Assim ela tem um limite
Inferior e um limite superior.



- Sim. De fato, sendo L o supremo e como L —¢ € menor que L,
entdo para algum N tem-se que (a.)é maior que L —¢ .



- Sim. De fato, da desigualdade acima tem-se o resultado



- Sim. Porque L —¢ é positiva.



- Sim. Conclui-se que se a sequéncia for limitada e mondtona esta
sempre sera convergente e converge para 0 SUPREMO .



Considere (a,) uma sequéncia decrescente e limitada.

Sendo (@,) decrescente e limitada o conjunto S ={a, /n>1}
tem infimo L.

De acordo com a definicao de infimo tem se que L= inf S, dado

g >0, oelemento L 4+ & nédo é uma cota inferior para S, portanto
existe N el] talque a, <L+¢.

Sendo (a,) decrescente temos que a, <a, paracada n=N.
Assima <a,<L+¢eentioO<L-a <&

Logo|L—a,| <& sempre que n> N.

Portanto conclui-se que se a sequéncia for decrescente e limitada
esta serd convergente e converge para o INFIMO.

J



[ll - Solugdo atividade 5

- Toda sequéncia que tem limite e limitada, no entanto a
reciproca: “Toda sequéncia limitada tem limite” ou seja, “toda
sequéncia limitada é convergente, ndo é verdadeira. Como
exemplo, temos a sequéncia (1,0,1,0,1,0,...) que é limitada
superiormente por 1 e inferiormente por 0. Poréem, como estes
limites sdo diferentes a sequéncia é divergente, ou seja, nao
possul limite.



[ll- Solugdo atividade complementar 1.

(V) Toda sequéncia que converge é limitada

( F) toda sequéncia limitada e convergente.

( F) Toda sequéncia convergente € monotona.

( F) Toda sequéncia monétona é convergente.

(V) Toda sequéncia monoétona e limitada converge.

(V) Toda sequéncia constante converge.



